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1 引言

传统水文事件频率分析多集中在单变量水文频率

研究，洪水作为研究最广泛的水文事件之一，具有多个
特征属性(洪峰流量、洪水总量、峰现时间、洪水历时
等)，且各属性间存在一定的相依性，立足于洪水变量
多属性特征的研究其联合概率分布及条件概率分布，
对水利工程的规划设计及风险评估具有重要意义 [1]。
Copula 函数通过任意边缘分布和相关性结构来构造
多维联合概率分布，形式灵活多样，计算较为简单，是
求解组合变量概率问题优良的数学工具， 国内外学者
已将 Copula 函数理论与方法广泛应用于组合变量水
文分析计算领域 [2-3]；针对洪水事件多特征属性，利用
Copula 函数理论与方法构建了洪水洪峰、洪量和历时
等各种属性的联合分布模型，也取得了一些成果 [4-6]，
为更精确地估算极端事件发生频率， 控制工程风险提
供了重要的理论基础和技术手段。

运用 Copula 函数法构建洪水特征量的组合变量
联合分布时，首先要确定各洪水特征量的边缘分布。基
于极值统计、 极值理论的应用和研究开展的洪水频率
分析为描述洪水等极端事件提供了有效理论基础，洪
水超阈值峰量模型（POT模型）的应用可有效获取更多
的洪水极值数据，增加资料系列长度，基于超阈值理论
的洪水频率计算与分析不断得到探索和研究[7-9]。 本文
以武江流域为例，利用犁市（二）站实测水文资料，基于
洪峰和洪量均服从 GDP 型分布、洪水历时服从指数分
布，应用 Archimedena Copula 函数，探讨了武江流域
组合变量联合概率分布模型， 以期为地区水利工程规
划设计和风险评估提供依据。

2 研究方法

2.1 概率分布函数
Copula函数由 Sklar在 1959年提出的，是一类将变

量联合累积分布函数同变量边缘累积分布函数连接起
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来的函数， 边缘分布描述的是单个变量的分布，Copula
函数描述的是组合变量之间的相关性。 设 F 为一个 n
维联合累积分布函数，其边缘分布为 F1，F2，F3，……Fn，
存在 n维 Copula 函数 C，使得对任意 x∈Rn有：

F（x1，x2，…，xn）=P（X1燮x1，X2燮x2，…Xn燮xn）
=C（F1（x1）,F2（x2），…，Fn（xn）） （1）

式中：C为 Copula函数，是定义在[0,1]区间均匀分布的
联合概率分布函数，对它的每一个变量都是递增的。

Copula 函数不要求具有相同的边缘分布，任意边
缘分布经 Copula 连接都可构造成联合分布，由于变量
的所有信息都包含在边缘分布中， 在转换过程中不会
造成信息失真。 由此可见，Copula 函数不仅为求取联
合分布函数提供了一条简便途径，还由于 Copula 函数
的不变性， 由其导出的一致性和相关性测度的值也不
会变化，应用范围更广，适用性更强。

Copula 函 数 的 构 造 形 式 多 种 多 样 ， 其 中
Archimedean Copula 函数结构相对简单，计算方便，可
以构造出多种形式、 适应性强的组合变量联合分布函
数 ， 实 际 中 应 用 的 较 为 广 泛 。 常 见 的 二 维
Archimedean Copula 函数主要有

Gumbel-Hougaard Copula：
F（X，Y）（x,y）=C（u，v）=exp{[（lnu）θ+（lnv）θ]1/θ}，θ∈[1，∞） （2）

Clayton Copula：
F（X，Y）（x,y）=C（u，v）=（u-θ+v-θ-1）-1/θ，θ∈（0，∞） （3）
Frank Copula：

F（X，Y）（x,y）=C（u，v）=- 1
θ ln[1+ （e

-θu-1）（e-θv-1）
e-θ-1 ]，θ∈R

（4）
式中：C（u，v）为二维的 Copula 函数；u、v 分别为边缘
分布函数，u=FX(x)，v=FY(y)；θ 为 Copula函数的参数。
洪水样本的识别是洪水频率分析的基础， 本文采

取 POT 模型选取洪水样本，样本中洪峰和洪量边缘分
布均服从广义 GDP分布，洪水历时服从指数分布。 洪
峰样本的独立性的判别及阈值的确定是 POT 模型的
关键问题。关于连续洪峰独立性的判别，本研究采用美
国水资源协会( USWRC) 推荐的方法：①两个独立洪
峰的间隔时间应大于 5 日加上流域面积自然对数的
和；②两个独立洪峰之间的最小流量(Qmin)应小于两个
洪峰较小者的 75%，当两个条件同时满足时，判断这
两个连续洪峰为独立洪峰。 阈值的确定采用超均值函
数图法确定初始阈值， 并采用离差指数法检验选择阈
值是否满足洪峰次数假设[7-9]，利用 K-S 拟合检验选取

最优阈值，确定 POT洪水样本序列。
2.2 参数估计
常用的参数估计方法有极大似然法、 相关性指标

法、IFM估计法和 MBP 估计法。 本文采用极大似然估
计法对洪水变量边缘分布参数进行估计， 利用相关性
指标法估计 Copula联合分布函数的参数[10-11]。
相关性指标法是运用 Copula 函数的参数 θ 与

Kendall 秩相关系数之间的关系来间接计算参数 θ 的
方法。 两个独立同分布的随机变量{xi}和{yi}，i=1,2…n，
n为（xi，yi）观测数目，Kendall秩相关系数 τ可表示为：

τn=（C
2

n ）-1
i<j
Σsign[（xi-xj）（yi-yj）] （5）

式中：当 xi燮xj且 yi燮yj时，sign=1，否则，sign=-1；τn为

τ的估计值。
常见 Archimedean Copula 函数的参数与 Kendall

秩相关系数之间的关系式如表 1 所示。

2.3 拟合优度评价和检验
在运用 Archimedean Copula 研究实际问题的过

程中，为选择合理的 Copula 函数来正确描述变量间相
关结构，需要对各函数进行拟合度评价和检验。 Copula
拟合优度评价方法主要用 Genest-Rivest 图形分析法，
拟合检验主要采用离差平方和准则法、AIC 信息准则
法[12]。 本研究采用 Genest-Rivest 图形分析法:
图形分析法： 利用图形直观的描述拟合的优劣程

度。 将理论联合概率值和经验联合概率值点绘成散点
图，如果点距较均匀的分布在 45°线附近，则说明建立
的联合概率分布模型是合理的。其中，两变量经验联合
概率分布的计算公式如下：

Femp（xi-yi）=P（X≤xi，Y≤yi）=

n

g=1
Σ

n

k=1
Σng,k-0.44

N+0.12
（6）

式中 ：Femp 为经验联合概率分布 ；ng,k 为满足 X≤xi，

表1 Copula函数参数θ与Kendall相关系数τ的关系式
Table1 The relationship between parameter θ

of Copula and parameter τ of Kendall

Copula函数 θ 与 τ 的关系 θ 的取值范围

Gumbel-Hougaard τ=1-θ-1 θ叟1

Frank τ=1+ 4
θ

（ 1
θ

θ

0
乙 t
et-1 dt-1） θ≠0

Clayton τ= θ
θ+2 θ叟0

2
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图 1 洪水特征变量拟合图
（a.洪峰分布拟合图；b.洪量分布拟合图；c.洪水历时分布拟合图）
Fig.1 The fitting plots of the flood characteristics variables

Y≤yi的观测数目。
2.4 联合分布重现期
在洪水频率分析计算时，往往更多的关注洪峰、洪

水总量、 历时超过某一特定值或多要素共同超过某特
定值时的频率，即重现期，以及某一设计频率下对应的
设计洪水各特征值。 设 FX（x）和 FY（y）分别为洪水特征
变量 X 和 Y 的分布函数，两变量同时超过某一特定值
的重现期如式（7）所示：

T（X>x，Y>y）= 1
1-FX（x）-FY（y）+C（FX（x），FY（y））

（7）

两变量中任一变量超过某一特定值时的重现期如式

（8）所示：

T（X>xorY>y）= 1
1-C（FX（x），FY（y））

（8）

其中用 Txy记 T（X>x,Y>y）；Tx/y记 T（X>x or Y>y）。

3 Copula 函数在研究区的应用

3.1研究区概况
武江为珠江流域北江水系的一级支流， 发源于湖

南省临武县三峰岭，流经湖南省，由广东省北部地区的
东南方向流入广东省境内，再经过乐昌、乳源、曲江和
韶关 4 个县(市、区)，于韶关市区的沙洲尾汇入北江，干
流全长 260km，流域面积 7 097km2，位于东经 112°50'~
113°35'，北纬 24°50'~25°31'，流域呈阔叶树叶状，流向
从西北至东南。 流域属东亚季风气候区，冬季气候寒冷
干燥，夏季炎热多雨，年平均降雨量在 1 300~1 500mm
之间，汛期降雨量(4~9月)约占 72%。 流域年径流总量
为 60.8×108m3，70%~80%集中于汛期。洪涝灾害严重威
胁着乐昌县、韶关市等地区的生命财产安全。本文研究
主要采用武江流域犁市 (二 ) (后称犁市 ) 水文站的
1956~2010年日流量资料（源自广东省水文局）。

3.2 洪水样本选取及边缘分布参数估计
根据犁市站控制面积，得到犁市站独立洪峰峰间间

隔 θ应大于 13 d；取 θ=14。 根据独立性判别条件，最终
选取 640个独立洪峰样本。 根据超均值函数图和离差
指数法，最终选定独立洪峰阈值为 1 700m3/s，选取独立
性超阈值洪峰样本 69 个， 利用 K-S 双尾检验进行
GPD分布拟合检验，效率系数为 0.952 1，拟合效果良好。
统计分析超阈值洪水样本可知，1956~2010年期间

流域特大洪水发生次数为 69 次，年均 1.27 次，多年平
均洪峰值为 24 720m3/s， 多年平均洪量为 3.53×108m3，
具体特征值见表 2。

运用极大似然估计对洪峰、洪量及历时边缘分
布参数进行估计 ，可得相应分布统计参数 ，结果如
表 3 所示。 利用极大似然值确定参数后，洪峰、洪量
及历时拟合效果见图 1， 效率系数均在 0.9 以上，拟
合效果良好。

表3 边缘分布函数的参数估计
Table3 The parameters of marginal distribution function

表2 场次超阈值洪水要素特性
Table2 The features of the over-threshold flood

洪水要素 均值 标准差 Cv Cs BK

年洪水次数 1.27 1.13 0.90 0.62 2.49

洪峰值/m3.s-1 2 472 1 001.75 0.41 2.98 14.30

洪量/108m3 3.53 3.49 0.99 3.19 13.49

历时/d 1.72 1.28 0.74 3.39 17.75

参数 u ξ σ λ

洪峰 1700 0.24 591.63

洪量 1.47 0.67 0.9

历时 1.72

8 000

7 000

6 000

5 000

4 000

3 000

2 000

1 000

洪
峰
流
量

/m
3 ·
s-1

经验频率

理论频率

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

25

20

15

10

5

0

洪
量

/1
08
m

3

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

经验频率

理论频率

10

8

6

4

2

0

洪
水
历
时

/d

经验频率

理论频率

0.00 0.20 0.40 0.60

（c）（b）（a）

林娴等：基于 Copula函数的组合变量联合概率分布研究及应用 3



第37卷水 文

表4 Kendall秩相关系数τ和Archimedean Copula函数的θ估值
Table4 The estimated values of τ and θ

变量
Kendall 秩

相关系数 τ

θ

G-H Frank Clayton

洪量-历时 0.76 4.20 14.97 6.41

洪峰-历时 0.37 1.58 3.74 1.17

洪峰-洪量 0.67 2.99 10.01 3.99

3.3 Copula联合分布参数的确定
利用式（5）可分别计算出洪水各特征属性值之间

的 Kendall 秩相关系数 τ，结果见表 4。 由 τ 值可以看
出， 洪量-历时及洪峰-洪量间存在较强的相依性，而
洪峰和历时相关性较弱。 将 τ分别代入 Archimedean
Copula 函数参数 θ 与 τ 的关系式（见表 1）中，可估算
其分布函数的参数 θ，结果见表 4。

3.4 拟合评价与优度检验
利用 Genest-Rivest 检验法， 分别计算各 Copula

函数的理论估计值和经验估计值，并点绘 p-p 图（见
图 2）， 分析比较 p-p 图更接近于对角线的 Copula 函
数， 以此来检验各种 Copula 函数对实测洪水历时、洪
峰及洪量组合值的拟合程度。
由以上相关图可以得出，三组 Copula 函数对应的

理论和经验点据拟合效果总体良好。 相关系数都在
0.95 以上。 不同 Copula 函数下，各变量 p-p 图拟合效
果不同。 统计各组 p-p图效率系数可得：对于洪量-历
时联合分布 Frank Copula 拟合效果最好，相关系数达
0.97，洪峰-历时联合分布 Gumbel Copula 拟合效果最
好， 相关系数为 0.98； 洪峰-洪量联合分布 Clayton
Copula拟合效果最好,相关系数为 0.99。利用 AIC信息
准则和 OLS准则进行拟合优度评价，结果见表 5。

图 2 Copula函数理论与经验点据拟合图 (a.Clayton Copula ;b.Frank Copula; c.Gumbel Copula)
Fig.2 The comparison of the theoretical results and experiential results
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图 3 两变量联合概率分布图（洪量-历时 Frank Copula 分布;洪峰-历时 Gumbel 分布；洪峰-洪量 Clayton Copula 分布）
Fig.3 The distribution of the probability joint two elements

由表 5 可以看出：Frank Copula 函数拟合历时与
洪量效果最好，Gumbel Copula 函数拟合洪峰与历时
效果最好，Clayton Copula 拟合洪峰和洪量效果最好，
与 Genest-Rivest 检验法判断结果一致。
3.5 组合变量分布函数与单变量分布函数对比分析
3.5.1 同场洪水重现期结果对比
利用拟合优度判别标准可得到拟合洪水各个特征

变量联合分布最优的 copula 概率分布函数，由拟合最
优的 Copula 联合概率分布函数可推算出不同频率下
洪水特征属性值， 从而可绘制相应的联合概率分布
图（见图 3），由式（7）和式（8）可求得洪峰、洪量及洪
水历时任意两变量组合下的两种重现期， 绘出其等
值线图 (见图 4)，根据等值线图可得到任意两变量组
合下的重现期。

表5 AIC信息准则和OLS准则拟合优度评价结果
Table5 The evaluation results using AIC or OLS

Copula
类型

洪量-历时 洪峰-历时 洪峰-洪量

OSL MSE AIC OSL MSE AIC OSL MSE AIC

Clayton 0.08 0.01 -347.96 0.08 0.01 -339.55 0.04 0.01 -441.90

Frank 0.07 0.01 -356.95 0.08 0.01 -354.11 0.05 0.01 -421.04

Gumbel 0.07 0.01 -355.60 0.07 0.01 -357.30 0.05 0.01 -419.22

图 4 两维联合分布重现期等值线平面图（a. T(x/y); b. T(xy)）
Fig.4 Contour maps of the recurrence interval with combined flood elements
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如表 7 所示，同样是百年一遇洪水，单变量分布
函数给出的洪峰和洪量设计值分别为 6 648.56m3/s
和 29.34×108m3， 而组合变量分布函数的设计值为
7 822.45 m3/s和 50.48×108m3，即在同一重现期下，两变
量联合分布法推求的洪水各特征设计值较单变量设计

值偏大。该计算结果与其他地区相关研究结果一致[13]。
因为组合变量分布函数给出的洪水设计结果较单

变量结果偏大，所以就水利工程的安全性角度而言，组
合变量分布函数给出的洪水设计结果更加安全， 按照
该设计结果进行防洪设计可以减少洪涝灾害发生风

险。 在实际生产应用中， 则需要根据实地条件和资金
状况等因素进行综合考虑。

4 结语

以武江流域犁市站 60 年的水文资料为例， 利用
Archimedean Copula 函数中的 3 种函数建立了具有较
高相依性关系的洪峰、洪量和洪水历时的联合分布，其
中洪峰、洪量边缘分布为厚尾性的 GDP 分布，洪水历
时为指数分布； 利用指标相关性方法确定了各种类型
Copula 函数的参数，通过拟合优度检验各变量之间最
优 Copula 联合分布函数 ， 得到了洪量-历时 Frank
Copula 拟合效果最好，洪峰-历时 Gumbel Copula 函数
拟合效果最好，洪峰-洪量 Clayton Copula 函数拟合效
果最好， 利用最优的联合概率分布函数绘制了洪水各

表7 单变量设计值与峰量联合分布下设计值
Table7 The design values under the single element estimate or combine elements estimate

T C/%
单变量设计值 联合分布设计值

Q/m3.s-1 W/108m3 Q/m3.s-1 W/108m3

2000 99.95 14374.41 217.13 18434.69 295.38

1000 99.90 12070.27 136.57 16393.88 172.93

500 99.80 10116.26 85.92 15169.39 99.46

200 99.50 7981.24 46.58 9455.10 74.97

100 99.00 6648.56 29.34 7822.45 50.48

50 98.00 5518.39 18.49 6189.80 38.23

20 95.00 4559.95 11.67 4557.14 25.99

10 90.00 3512.72 6.38 3740.82 13.74

由于组合洪水变量与单一洪水变量采用不同的拟

合分布函数,同场洪水(洪峰、洪量和洪水历时均相同)的
重现期结果也不尽相同。 以 2006年特大洪水为例，年
最大洪峰流量为 7 860m3/s，累积洪量为 17.66×108m3，
历时 4d，由图 3 和图 4 可得该场次洪水各要素联合分
布概率及重现期如表 6所示。

如表 6所示，当采用单一变量拟合分布函数时，该
场次洪水洪峰流量的重现期为 190a，洪量的重现期为
50a，洪水历时的重现期为 10a；当采用组合变量分
布函数时， 该场次洪水洪峰和洪量的同现重现期（T
(xy)）（即相同大小的洪峰和洪量同时出现） 达 1 884a，

联合重现期（T（x/y））（即相同大小的洪峰或洪量任一
出现）为 38a。
整体来讲，组合变量的联合重现期（T（x/y））小于

各单变量重现期，而其对应的同现重现期（T(xy)）则大
于各单变量重现期。 该重现期结果具有合理性： 以洪
峰-洪量组合变量为例， 该事件的联合重现期属于洪
峰、洪量两个概率事件的并集，涵盖的事件数量大于任
一单独事件， 所以其出现的概率较单独一个事件出现
概率要大，使得其重现期变小；而同现重现期为这两个
事件的交集，包括的事件数量要小于任一单个事件，所
以出现概率比单个事件小，即重现期更大。
3.5.2 同重现期洪水参数对比
进一步比较同一重现期下， 单变量设计值与组合

变量联合分布条件设计值的不同。 以洪峰-洪量联合
概率分布为例，统计分析同一重现期下，单变量设计洪
水特征属性值与两维联合变量设计值的区别。 由重现
期计算公式可反推出某一重现期下洪峰与洪量联合分

布概率如表 7 所示：

表6 2006年场次洪水各特征值联合分布重现期
Table6 The recurrence intervals of the combined flood

elements from the selected floods in 2006

变量 T（x/y） T(xy) 变量 单变量 T

洪量-历时 10 65 洪峰 190

洪峰-洪量 38 1884 洪量 50

洪峰-历时 11 216 历时 10

6
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特征属性组合下的联合分布图及两种重现期的等值线

图， 比较分析了在单变量和组合变量联合分布同频率
条件下，各不同重现期时，单变量及洪量洪峰联合分特
征属性组合下的联合分布图及两种重现期的等值线

图， 比较分析了在单变量和组合变量联合分布同频率
条件下，各不同重现期时，单变量及洪量洪峰联合分布
设计值， 结果显示联合分布时的设计值大于单变量设
计值，即利用联合分布设计值对水利工程偏于安全。由
此可见，基于 Copula 函数的两变量联合分布的洪水频
率分析方法能更好地描述洪水特征量之间的关系，且
对边缘分布类型没有限制， 为洪水频率分析计算提供
了一种较优算法。
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Studying Probability Distribution of Flood Elements Combination Based on Copula
LIN Xian1,2, OUYANG Hao3, CHEN Xiaohong1, LI Shenlin1

(1. Center for Water Resources and Environment, Sun Yat-sen University, Guangzhou 510275, China; 2. Water Resources Department
of Guangdong Province, Guangzhou 510000, China; 3. Pearl River Water Resources Protection Bureau; Guangzhou 510000, China)

Abstract: This study constructed a probability distribution model based on Copula to evaluate the probability of flood elements
combinations, including peak and volume combination, volume and duration combination, and peak and duration combination. These
combinations probability distribution maps and isograms were plotted. Comparison of the same return period flood designed from
single elements and combination elements probability distribution was also made in this study. The results show that generalized
GDP distribution fits flood peak and volume well, while exponent distribution fits flood duration suitably. Based on these two pri-
mary distributions, the Copula combination probability distribution fits flood elements combination appropriately, and generates a
more secure design flood than traditional single element model. This study proves that the combination probability distribution model
describes flood feature availably, and is meaningful to evaluate flood risk accurately.
Key words: Copula; elements combination probability distribution model; GDP distribution; frequency analysis; Wujiang River Basin
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